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czesé artykutu o algorytmach pozwalajacych na mnozenie wielomianéw oraz
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dwéch calek i przedstawimy krétkie podsumowanie The 11%* International
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A na zakonczenie — matematyczna krzyzowka!
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[Poziomy nieistnienia]

Do podstawowych zadan matematyka wprowadzajacego mniej lub bar-
dziej abstrakcyjny matematyczny byt nalezy stwierdzenie jego istnienia.
I tu spodziewac sie mozemy jednej z dwéch mozliwosci: ,tak” albo ,nie”,
po ktorej matematyk bedzie kontynuowaé swoje badania lub tez — zrezy-
gnowany — zajmie si¢ czym$ innym. Skad zatem absurdalna sugestia, by
poréownywaé skale istnienia i do wachlarza odpowiedzi dodaé ,stanowcze
tylko troche”? Nie ukrywam, ze dzi$ przenikniemy raczej przez sui generis
filozofi¢ matematyki i operowaé bedziemy ludzka intuicja czesciej niz logika,
od ktérej mimo wszystko zaczniemy.

Przede wszystkim, warto zastanowi¢ sie, co rozumiemy poprzez stowo
Histnie¢” i spojrzeé¢ na kwantyfikator 3, ktéry pomoze okresli¢ sens mate-
matycznej egzystencji obiektu. Nieformalnie, obiekt o cechach P(z) (P jest
funkcja zdaniowaEI) istnieje, jezeli wyrazenie

3. P(x) (1)

jest zdaniem prawdziwym. Mozemy mysle¢ réwniez w inny sposéb: obiekt
matematyczny istnieje, jezeli jego wprowadzenie nie prowadzi do sprzeczno-
$ci. Innymi stowy, x nie istnieje, jezeli zakladajac , mozemy wyprowadzic¢
zaréwno zdanie prawdziwe, jak i jego zaprzeczenie. Te dwa podejscia réznia
sie pewna subtelnoscia, ktéra zilustrujemy ponizszym przykladem.

W aksjomatyce zbiér Zermelo-Fraenkela z pewnikiem wyboru (dalej:
ZFC) rozwazmy wyrazenie:

P(A) — A jest nieprzeliczalnym zbiorem mocy mniejszej od continuum, tj.
Ny < |A] < 2%,

Poniewaz zbioréw A o powyzszej wlasnosci nie potrafimy znalezé, po-
stulujemy nieistnienie nieprzeliczalnego zbioru o mocy silnie mniejszej
od mocy zbioru liczb rzeczywistych. Zadanie to nazywane jest hipoteza
continuum (skrét: CH), ktéra okazuje sie niezalezna od aksjomatyki ZFC.
Oznacza to, iz nie mozna udowodnié hipotezy continuum ani jej obalié¢ (udo-
wodnié jej zaprzeczenie) przy aksjomatach ZFC. W takim wypadku P nie
jest zdaniem, poniewaz nie mozemy przypisa¢ zadnej wartosci logiczne;j.
Jednakze wprowadzenie obiektu A o takich wlasnosciach (czyli zalozenie

1Podczas tego artykutu bedziemy rozumieé stowo ,zdanie” w naiwny sposéb — wyra-
zenie przyjmujace warto$é logiczng 0 lub 1.
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jego istnienia) nie prowadzi do sprzecznosci: jezeli aksjomatyka ZFC jest
niesprzeczna, ZFC 4 CH réwniez pozostaje niesprzeczne.

W przypadku jak powyzej zdanie dotaczamy do aksjomatéw, a wiec
zakladamy istnienie stosownego x. Na ogdl zalozenie egzystencjalne nie po-
zwala wywynioskowaé¢ innych cech z. Przyktadowo, jezeli zalozymy — CH,
a wiec wprowadzimy nieprzeliczalny zbiér A o mocy mniejszej niz 2%, mo-
zemy spytaé, czy istnieje pierécien przemienny R o mocy |A|. W ZFC od-
powiedZ na to pytanie jest pozytywna, jednakze struktura wewnetrzna R
jest dla nas pewna czarna skrzynka. Co ciekawe, mozemy ,skonstruowaé”
ze zbioru szukany pierscien, co bedzie istotnie lepszym rozwiazaniem anizeli
zalozenie istnienia takiego pierécienia, gdyz z konstrukcji wynika¢ beda nie-
ktore wlasnosci, ktérych nie potrafilibyémy wydedukowaé jedynie z faktu
istnienia tej struktury algebraicznej na zbiorze A.

Rozwazmy pierécien przemienny wielomiandéw o wspoltczynnikach catko-
witych Z[A], gdzie zmienne sa ze zbioru A (taki pierscien jest dobrze zde-
finiowany nawet dla nieskonczonego zbioru zmiennych). Pierdcien ten jest
suma mnogosciowa wszystkich pierécieni przemiennych wielomianéw skon-
czonej liczby zmiennych ze zbioru A. Nie wdajac sie w rachunki, mozna
pokazaé, ze moc pierScienia przemiennego R[X] o wspoélezynnikach z pier-
$cienia R i zmiennych ze zbioru nieskoniczonego X wynosi:

|R[X]| = max{|R], | X]}.

a wiec, skoro max{|Z|,|A|} = |A|, pierScien Z[A] jest szukanym pierscie-
niem. Do zbadania innych cech tego pierécienia mozemy teraz wykorzystaé
wiedze na temat pierScieni wielomiandw.

Wréémy jednak do definicji istnienia. Wyobrazmy sobie sytuacje, w kto-
rej oba zdania: istnieje x o wlasnosci P oraz istnieje x o wlasnosci —P sa
niezalezne od ZFC. Chociaz wprowadzenie ani jednego, ani drugiego obiek-
tu nie prowadzi do sprzecznosci (a wiec, uzywajac zaproponowanej defini-
cji, istnieja), postulowanie istnienia obu z nich stanowi sprzeczno$é. Widaé
tym samym, ze w istocie za kazdym rozwazamy osobno zdanie ZFC +
jest niesprzeczne (przy zalozeniu niesprzecznosci ZFC).

Jakosciowa zmiana przy dolaczaniu nowego aksjomatu jest zazadanie
jedynosci wprowadzanego obiektu (oczywiscie, o ile to nie prowadzi do
sprzecznodci) lub nalozenie dodatkowych warunkéw, ktére w pewnym sen-
sie stanowia konstrukcje struktury matematycznej. W ten sposéb mozna
m.in. utworzy¢ aksjomatyczna definicje zbioru liczb rzeczywistych.
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Na ogot jestesmy w stanie stwierdzié¢, czy obiekt istnieje: podaé¢ dowdd
. Dalej, zamiast dookresla¢ P, postlugiwaé bedziemy sie zdaniami opiso-
wymi. Zaczniemy od prostego przykladu.

Definicja. Liczbe naturalng, ktéra jest sumg wszystkich swych dzielnikéw
mniejszych od niej, nazywamy liczbg doskonalg.

Pierwsze pytanie, ktére nalezy sobie zada¢ przed badaniem wladciwosci
liczb doskonatych, powinno brzmieé: czy istnieje jakakolwiek liczba dosko-
nala? By przekonaé sie, ze obiekt opisywany w definicji istnieje, czesto
wystarczy takowy wskazac i sprawdzi¢, iz rzeczywiscie spelnia warunki de-
finicji. W tym przypadku nietrudno sie przekonaé, ze 6 = 1 + 2 + 3 jest
szukana liczba, co szumnie mozemy nazwaé¢ dowodem istnienia liczb dosko-
natych.

Wskazanie konkretnego obiektu (tj. jednoznacznie) o zadanych wlasno-
$ciach jest bardzo komfortowa sytuacja, w ktérej poza wlasnoscia wyrdz-
niajaca P, efektywnie jesteSmy w stanie okresli¢ inne wlasnosci. Czasami
jednak jest to albo trudne, albo wrecz niemozliwe. Zaczniemy od skrajnego
przypadku, w ktérym nie mozemy ,wskazaé palcem” szukanego obiektu —
gdy on nie istnieje.

Definicja. Element maksymalny zbioru R z porzadkiem naturalnym na-
zywamy liczba ponura.

Prosta rzeczywista nie posiada elementu maksymalnego, wiec nie istnie-
ja ponure liczby w tym zbiorze. Nie wiedzac o tym fakcie, mozemy wykazaé
konieczne wlasnoéci, ktére wynikaja z nalozonego warunku: mozemy np.
stwierdzié, ze gdyby liczba ponura istniala, bytaby tylko jedna — w porzad-
kach liniowych element maksymalny jest elementem najwiekszym, ktéry
jest wyznaczony jednoznacznie.

Badanie wlasnosci obiektu, o ktorym nie wiadomo nawet, czy istnieje,
wydaje sie dosy¢ groteskowg sytuacja. Gdy wsrod matematykéw podejrze-
wa sie, ze nie ma x o wlasnosci P, jedna z ,taktyk” jest kolekcjonowanie
wydedukowanych wtasnosci x w nadziei na to, ze ktéres dwie okaza sig
wykluczaj@ceﬂ

Definicja obiektu moze by¢ uzalezniona od innego obiektu, na przyktad
abstrakcyjnej przestrzeni.

Definicja. Dwa wektory u,v € H, gdzie H jest przestrzenia liniowa z ilo-
czynem skalarnym, nazywamy prostopadlymi, jezeli (u,v) = 0.

2Dla przykladu wiadomo, iz nieparzysta liczb doskonala musi spetniaé nieprawdopo-
dobne warunki, m.in. jest wigksza od 10590 oraz posiada co najmniej 101 czynnikéw
pierwszych (niekoniecznie réznych).
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Mozemy dla takiego przypadku spytaé, czy istnieje przestrzen unitarna
(czyli z abstrakcyjnym iloczynem skalarnym), w ktérej istnieja dwa pro-
stopadte do siebie wektory lub postawié¢ problem ogdélniej: czy dla kazdej
przestrzeni unitarneEI mozemy znalezé dwa wektory prostopadte. Nawet
w ogblnym przypadku wystarczy podaé pare wektoréw zerowych (a mamy
pewnosé, ze takie w przestrzeni liniowej istnieja i sa jedyne; sa w pewnym
sensie namacalne dzigki swojej jednoznacznosci okreslenia).

Czasami niemozliwe jest bezposrednie podanie obiektu, ktory realizuje
zadane zadania, natomiast mozliwe jest skonstruowanie takiego z innego
obiektu. Jestedmy w stanie wykazaé, ze w kazde] przestrzeni unitarnej H
o wymiarze dim H > 2 jestedmy w stanie znalezé prostopadle niezerowe
wektory i podaé ,przepis” na nie.

Niech H bedzie przestrzenia unitarna. Niech z,y € H beda liniowo
niezaleznymi wektorami przestrzeni H. Takie istnieja, poniewaz dim H > 2.
Wprowadzmy

*I*LI .
z = <y7y><7y>

Pokazemy, ze z jest prostopadie do y, wyznaczajac wartos¢ iloczynu
skalarnego miedzy nimi.

Y

<27y> = <£C - <y7y> <£C,y>,y> = <xuy> - <<y7y> <5E7y>,y>
— (o)~ 28 0) = (20) - o) = 0.

Niestety mimo szczerych checi nie jest to pelnoprawna konstrukcja. Sko-
rzystaliSmy z faktu, iz istnieja dwa liniowo niezalezne wektory, jednakze
dowdd tego faktu opiera sie na dowodzie nie wprost: przypu$émy wbrew
zalozeniu, ze wszystkie wektory sa liniowo zalezne. To oznacza, ze H jest
przestrzenig liniowa wymiaru co najwyzej 1. Sprzecznosé.

Z prawa wylaczonego $rodka — =pV p — twierdzimy, ze jezeli nieistnienie
obiektu prowadzi do sprzecznosci, to musi on istnie¢ — argument ten jest
jednak niekonstruktywny: nie podaje sposobu na to, by go wyznaczy¢.

Na ogét dowody wprost wymagaja znacznie wiekszego wysitku niz te
niekonstruktywne. Dla postawionego wyzej problemu dotyczacego istnienia

3Uwaga! Milczaco zalozyliémy, ze istnieje chociaz przestrzen liniowa z iloczynem ska-
larnym! Kwantyfikator ogdlny V nie pociaga za soba szczegdlnego I przebiegajacego ten
sam zbiér (klas¢) w jednym przypadku: gdy zbiér ten jest pusty.
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niezerowych prostopadlych wektoréw rozwiazanie staje sie konstruktywne,
gdy dana jest baza przestrzeni liniowej — w przypadku skonczenie wymiaro-
wym jest to zawsze mozliwe. Przy zalozonym pewniku wyboru prawdziwe
jest natomiast stwierdzenie, iz kazda przestrzen liniowa ma baze, zatem ku-
szace jest wybranie dwéch wektoréw z bazy i zortogonalizowanie ich. Jed-
nakze w tym wypadku napotykamy inny typ niekonstruktywnosci, ktéry
zwiazany jest z natura pewnika wyboru.

Dowdéd wykorzystujacy pewne formy pewnika wyboru nazywa si¢ nie-
efektywnym. Ze zbioréw, ktorych dowdd istnienia wymaga pewnika wybo-
ru, na ogb! nie da sie wybraé¢ jawnie ani jednego punktu, dla funkcji podob-
nie uzyskanych nie istnieje sposob wyznaczania wartosci w zadanym punk-
cieﬂ Klasycznym przykladem obiektéow pozyskanych ta metoda sa zbiory
niemierzalne w sensie Lebesgue’a w R", rozszerzenia ograniczonych funkcjo-
naléw liniowych z podprzestrzeni do calej przestrzeni unormowanej (twier-
dzenie Hahna-Banacha) czy sumy pewnego laficucha maksymalnego (lemat
Kuratowskiego-Zorna). Warto zaznaczy¢, iz niemozno$é okreslenia pewnych
cech obiektu uzyskanego nieefektywnie w zaden sposéb nie jest rezultatem
braku naszych umiejetnosci: jest to, byé moze nieintuicyjna, konsekwencja
wprowadzonych aksjomatéw.

Zatrzymajmy sie na moment przy zbiorach niemierzalnych. Mozemy
sig¢ przekonaé, iz zakladajac aksjomat determinacji, ktory implikuje za-
przeczenie pewnika wyboru, wszystkie zbiory na prostej rzeczywistej sa
mierzalne. Zatem na tej samej prostej rzeczywistej w zaleznosci od przy-
jetego aksjomatu, pewne zbiory nam ,znikaja”’ lub ,przybywaja’. Niema-
tematycznie mozna zadaé sobie pytanie, czy wraz ze zbiorami znikaja tez
ich elementy, czy moze zbiér potegowy prostej rzeczywistej ulega zmianie:
w kazdym razie mamy do czynienia w obu przypadkach z innym obiektem,
ktérego charakter nie jest do korica jasny.

Pewne wtlasnoéci obiektéw, nawet tych, z ktérymi matematyk pracuje
na co dzien, pozostaja nieuchwytne. Rozwazmy znana funkcje e®, naszym
zadaniem bedzie opisanie wartosci tej funkcji. Na pierwszy rzut oka sprawa
wydaje sie blaha, jednakze w gruncie rzeczy znamy niewiele wartodci tej
funkcji.

Powszechnie znany jest faktﬂ iz zbior liczb rzeczywistych jest liczniejszy
od zbioru liczb wymiernych, a nawet — algebraicznych, tj. liczb bedacych
pierwiastkami wielomianu o wspélczynnikach wymiernych. O ile Czytel-
nik zapewne moégltby spedzi¢ godziny, wyliczajac rézne liczby wymierne,

4Gdyby taki sposéb istnial, uzyskalibyémy konstruktywny dowéd istnienia — poprzez
okreslenie wartosci w kazdym punkcie.
5Stowo ,fakt” uzyte w tym kontekscie jest naduzyciem.
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y,wskazanie palcem” nieprzeliczalnej ilosci liczlﬂ niewymiernych — kazdej
z osobna — jest ktopotliwe. Liczby niewymierne, ktérymi operujemy, na ogot
wpadaja do znanych klas, np. logarytméw naturalnych liczb wymiernych,
pierwiastkéw stopnia naturalnego czy wielokrotnosci statych takich jak 7
czy e. Praktycznie cala prosta rzeczywista jest pod tym wzgledem dla nas
nieznana: potrafimy operowa¢ danymi, ktore sg co najwyzej przeliczalneﬂ
— to prowadzi do pojecia liczb obliczalnych. Obserwujemy wiec, ze nawet
na zbiorze liczb rzeczywistych operujemy jedynie wycinkiem; podobnie jest
w przestrzeni funkcji ciaglych.

Na szczescie informacje o wszystkich wartosciach nie sa nam potrzebne,
by okresli¢ wiekszos¢ interesujacych nas wlasnoséci. Co wiecej, mozna wrecz
uznaé, ze pelna wiedza o badanym obiekcie jest nawet niewskazana: naj-
czedciej problemem jest wyodrebnienie z szumu wlasnosci tych zaleznodci,
ktoére sa istotne dla problemu. Tego typu trudnosci szczegdlnie widoczne sa
w teorii liczb, gdzie mamy wrecz nadmiar informacji.

W powszechnie akceptowanej aksjomatyce Zermelo-Fraenkela podsta-
wowym pojeciem jest pojecie zbioru. Gdy przypatrzymy sie blizej, zauwazy-
my, ze nigdzie w ramach tego, mowiac luzno, matematycznego frameworka,
nie okresla sie pojeé¢ takich jak liczba czy punkt (ktére mimowolnie utoz-
samiamy z elementem jakiego$ zbioru): matematyczna pedanteria nakazuje
traktowaé je jak zbiory, by nie operowaé obiektami, ktérych typ (kategoria)
jest nieustalony. Aksjomaty teorii mnogosci nie opisuja zadnych zaleznosci
innych obiektow niz zbiory — w szczegdlnosci nieuprawniony jest wniosek
nie istniejg inne obiekty nizZ zbiory — przyktadem obiektu matematycznego,
ktory nie jest zbiorem, jest klasa wlasciwa. Mozemy oczywiscie sformali-
zowadl i to pojecie, jednakze nie mozemy sobie w zaden sposéb zagwaran-
towad, ze nie zajdzie potrzeba uzycia nowego pojecia, ktéry wymyka sig
postulowanym aksjomatom; w tym sensie matematyka pozostaje otwarta
dyscyplina umystu.

Wréémy jednak do liczb rzeczywistych. O ile utozsamienie liczb natu-
ralnych ze zbiorami zaproponowane przez von Neumanna

0=0, 1={0}, 2=1{0.{0}}, ...

wydaje sie w miare rozsadne, potraktowanie liczby © w ten sposéb w zad-
nym razie nie pomaga bada¢ wlasnosci algebraicznych tej liczby. Innymi

6Uwaga jezykowa: na ogél powinno sie uzywaé okreslenia liczba liczb zamiast ilo§é —
ze wzgledu na kwesti¢ policzalnosci. Tutaj nieprzeliczalno$é¢ zostata potraktowana jako
niepoliczalnosé.

“Tym samym szeregi liczbowe/funkcyjne czy bazy ortonormalne pomagaja nam ,za-
kodowaé¢” inne obiekty bez wychodzenia poza przeliczalng nieskoniczonosé.
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stowy juz w tym momencie postulujemy istnienie obiektéw, ktérych charak-
ter okresdlony przez przyjete ramy teorii mnogosci, jest niejasny i niejawny
— godzimy sie na ten stan rzeczy, gdyz arbitralne ustanowienie elementéw
7 jako zbioru nie determinuje algebraicznych wlasnosci tej liczby, ktére sa
esencja rozwazan nad nia.

Na zakonczenie mozemy okresli¢ pewne ,,poziomy istnienia” ze wzgledu
na informacje, ktora ze soba niosa:

1. x jest szukanym obiektem o wlasnosci P,
2. zbior elementéw o wlasnoéci P jest niepusty,
3. nieistnienie elementu o wlasnosci P prowadzi do sprzecznosci,

4. istnienie elementu o wtasnoéci P nie prowadzi do sprzecznosci.

W drugim punkcie nadmienimy, iz dowdd niepustosci nie moze by¢ ani
nieefektywny, ani nawet nie wprost, byémy faktycznie mogli mowic o takiej
sytuacji. Przykladowo ze stwierdzen: zbior B C R jest nieprzeliczalny oraz
zbior B C R ma miare Lebesgue’a 1 wnioskujemy niepusto$é. I chociaz
rozumowanie tego typu wydaje sie przesada, bywa czasem uzyteczne.

Niezaleznie od naszych staran informacja o obiektach matematycznych
jest niepelna, jak zdazyliSmy zauwazy¢ zadanie konstruktywnego dowodu
istnienia moze by¢ matematyczna niemozliwoscia. Charakteru informa-
tycznej niedostepnosci” obiektu x nie da sie wywnioskowaé jedynie z praw-
dziwosci/falszywosci zdania .

PS Artykul mégl przyjaé dualng nazwe: ,,Poziomy istnienia”, jednak-
ze w obecnej formie akcentuje swego rodzaju ,nieuchwytnosé” pewnych
obiektow.

Mateusz Szymanski
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[O metodach mnozenia wielomianéw|
Cze$é druga

W listopadowym numerze [MACIERZATORA] mozna bylto przeczytaé
pierwsza czes¢ artykutu o algorytmach pozwalajacych na mnozenie wielo-
miandéw. Opisane zostaly w niej zarowno ,naiwne” rozwiazanie, jak i re-
kurencyjny algorytm Karatsuby. Innym podej$ciem do problemu mnozenia
wielomianéw jest wykorzystanie faktu, ze wielomian n-tego stopnia jest
wyznaczony jednoznacznie przez wartosci w n + 1 punktach. Wobec tego
mnozenia dwoch wielomianéw f i g n-tego stopnia mozna dokonaé¢ w na-
stepujacy sposoéb:

e wyznaczy¢ wartosci wielomianéw f,g w 2n 4+ 1 réznych punktach

Lo, T1y-- 3 Tny - T2n,
e dokona¢ mnozenia h(xy) = f(x) - g(zx), k=0,1,...,2n,
e interpolowaé¢ wielomian h na podstawie wartosci h(xg), ..., h(xa,).

Napotykamy tu jednak pewne problemy:

e wyznaczenie wartoéci wielomianu w pojedynczym punkcie ma ztozo-
no$é przynajmniej ©(n) (np. schemat Hornera) - wyznaczenie war-
tosci wielomianu w n (lub 2n + 1) punktach bedzie mialo ztozonosé

O(n?);

e interpolacja wielomianowa ma (na ogél) zlozonosé réwniez rzedu

o(n?);

wiec (o ile nie uda si¢ wyznaczy¢ wartosci wielomianu i dokonaé jego inter-
polacji w czasie krétszym niz ©(n'°823), czyli réwnym ztozonosci algorytmu
Karatsuby), nie polepszy to w zadnym stopniu szybkosci rozwiazania.

Na szczescie taki sposédb istnieje. Oznaczmy przez wy n-ty pierwiastek

s 27 .
zespolony z 1, tzn. wy = €'~ . Dyskretna transformata Fouriera (DFT) na-
zywamy przeksztalcenie ciagu (aj)j—o,.. . n—1 W ciag (@;)j—o,.. nv—1 zadane

wzorem
N-1

~ 7k

aj = apwy -
k=0

Zauwazmy, ze wzOr opisujacy a; jest réwniez wzorem pozwalajacym na
wyliczenie wartosci wielomianu o wspoélczynnikach a;, ¢ = 0,1,...,N —1
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w punkcie wf\,; DFT jest zatem ciagiem wartosci wielomianu o wspoltczyn-
nikach a;, i =0,1,..., N —1 w N réznych punktach w};, j =0,...,N —1.

Istnieje przeksztalcenie odwrotne do DFT (tzn. zlozenie DFT z tym
przeksztalceniem daje identycznos$é) — odwrotna dyskretna transformata
Fouriera (IDFT, Inverse DFT). IDFT jest zadana wzorem

TN«

Faktem, ktéry bedzie dla nas istotny, jest to, ze IDFT pozwala na prze-
ksztalcenie ciggu wartosci (@;);=o,...,n—1 wielomianu o wspétczynnikach
a;, 1=20,1,..., N — 1 w punktach wfv, 7=0,...,N—1, wciag wspolczyn-
nikéw tego wielomianu. Zalézmy teraz ze N jest calkowita potega 2 (jesli
tak nie jest to wystarczy uzupeinié ciag zerami az do dtugosci najblizszej
potegi 2). Wéwczas DFT mozna zapisaé w postaci

L N N N
J(2k+1) _
E a2kw +E a2k+ 1wN E a2kWN -HUNE a2k+1wm
k=0

a zatem wyrazi¢ DFT ciagu (a;);=o,...,n—1 za pomoca DFT ciagéw

a;
(a25)j—0,...,5 1> (a2j41)j=0,.. 5 1 Oznaczmy DFT (ag;);_q . x_; przez
N
al’l, a DFT (a2j+1)=0,...,x —1 Przez alll. Po spostrzezeniu, ze w = —1,
N
. 5tk . . . s s
a wiec we = —wk;, powyzszy wzér mozemy zapisaé, jako
~ 0] | Al
aj; :aUJra[-] N
P —0,..., > 1
~ _~0] A1) o J ) "9 .
Ay =0a; —a

OtrzymaliSmy w ten sposéb rekurencyjny algorytm (pseudokod na kolejnej
stronie, algorytm |1) pozwalajacy na obliczenie DFT. Wprowadzajac drob-
ne modyfikacje mozna za pomoca tego algorytmu oblicza¢ IFFT — szybka
wersje IDFT. Zlozonoé¢ algorytmu mozna opisa¢ wzorem

T(n) = 2T (g) +0(n).
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Algorytm 1 FFT (,dziel i zwyciezaj”!)

Input: Tablica a = [ag,...,an—1] o dlugosci bedacej potega 2.
Output: Tablica @ = [ay,...,an—1] o dlugosci bedacej potega 2 bedaca
DFT ciagu przechowywanego w a.

1: def FFT(a):

2 if N==1 then > Warunek stopu rekurencji
3 return a

4

5: Wy = ei%r

6 w=1

7 6[0] :FFT([ao, as, s aN_Q]
8 a[l] :FFT([alaai?aa aaNfl]
9:
10: for j := :%—1do
11: EL} = Eigo] + wag-l]
12 Gy =05 — Wiy
13: W= WWy
14: return @

Algorytm 2 Fast-Multiplication

Input: Tablice f = [fo,..., fn-1], ¢ = [g0,---, gn-1], W ktérych przecho-
wywane sg wspolczynniki mnozonych wielomiandw.

Output: Tablica h = [hy,. .., hy,] przechowujgca wspdlezynniki iloczynu
fig.

1: def FAST-MULTIPLICATION(f, g)

2: f=1fo,--+s fn-1,0,...,0]
2k keNA2k>2n—1

3: g:=190s--59n-1,0,...,0]

2k kENA2F>2n—1

4

5 [=FFT(f)

6 g=FFT(g)

7 h:[o”\o, 'afm lg\m]
8

9.  h=IFFT(h)

10: return h
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Rozwiazujac powyzsza zalezno$é otrzymujemy T'(n) = O(nlogn). Al-
gorytm nalezacy do klasy algorytméw pozwalajacych na szybkie obliczenie
DFT nazywany jest FFT (Fast Fourier Transform, szybka transformata
Fouriera); taki tez jest algorytm f jak dotad nie jest znany algorytm po-
zwalajacy na obliczenie FFT w ogdlnym przypadku szybciej niz w czasie
O(nlogn).

Majac do dyspozycji FFT, tatwo bedzie wyznaczy¢ iloczyn dwédch wie-
lomianéw: wiedzac, ze DF'T pozwala na wyznaczenie wartosci wielomianu
w N punktach w), j = 0,...,N — 1, wystarczy do wielomianéw f, g n-
tego stopnia dopisa¢ zerowe wyrazy wyzszych stopni az do wyrazu lezacego
przy 2n-tym wspélezynniku, obliczy¢ f i g — DFT ciagéw wspélezynnikéw
f1g, wymnozy¢ i-ty element DFT f i g, a nastepnie policzyé IDFT otrzy-
manych iloczynéw, bedacy ciagiem wspélczynnikéw wielomianu bedacego
iloczynem f i g.

Przyjrzyjmy sie operacjom wykonywanym w algorytmie Poniewaz
ztozono$é FFT i IFFT to O(nlogn), a zlozono$é operacji wykonywanej
w linii [7| algorytmu [2 to ©(n), zlozono$¢ mnozenia wielomianéw ta metoda
to ©(nlogn).

Obecnie nie sg znane szybsze metody mnozenia wielomianéw. Na koniec
warto zaznaczy¢, ze wszystkie algorytmy pozwalajace na mnozenie wielo-
mianéw po drobnych modyfikacjach mogg stuzy¢ do mnozenia duzych liczb
naturalnych — majac n, m € N, wystarczy potraktowaé ich rozwiniecie dzie-
sietne jako wspoélczynniki wielomianu.

Marcin Jenczmyk

Literatura
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Flannery, Numerical Recipes in C. The Art of Scientific Computing
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[,,Miekka” i ,,twarda” analiza]

Cze$é druga

W tym artykule chcialabym Wam, drodzy Czytelnicy zaprezentowaé
krok po kroku odpowiednik w ,twardej” analizie jednego z twierdzen zali-
czanego wedlug naszego podziatu (patrz numer grudniowy) do ,miekkiej”
analizy. Na poczatku male przypomnienie. Zgodnie z esejem prof. Terren-
ce’a Tao [I] wiemy juz, ze ,twarda” analiza koncentruje sie najbardziej
na skonczonych iloSciach, tj.: kardynalno$ci zbioréow skonczonych, mierze
ograniczonych zbioréw, wartosci zbieznych catek, normie skonczenie wy-
miarowego wektora, oraz ich wlasno$ciach (w szczegblnosci ograniczeniami
dolnymi i gérnymi). Za$ drugi rodzaj, tj. analiza migkka, zajmuje sie obiek-
tami o charakterze nieskonczonym, takimi jak: ciagi, zbiory i funkcje mie-
rzalne, o-algebry, przestrzenie Banacha oraz ich wlasnosciami — zbieznoscia,
ograniczono$cia, catkowalno$cia, zupelnoscia, zwartoscia itd.

Twierdzenie, do ktorego bedziemy szukaé¢ odpowiednika w twardej ana-
lizie, nazywane jest Zasadg nieskonczonej zbieznosci, a brzmi nastepujaco:

Twierdzenie (Zasada nieskoniczonej zbieznosci). Kazdy ograniczony i mo-
notoniczny ciqg liczb rzeczywistych (x,,)nen jest zbiezny.

Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze ciag (2, )nen jest rosnacy oraz
jego wyrazy naleza do przedziatu [0, 1]. Po wprowadzeniu tej zmiany otrzy-
mujemy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie (Zasada nieskonczonej zbieznosci — wersja II). Niech 0 <
1 < T2 < ... < 1. Wowczas istnieje taki x € R, zZe dla kazdego € > 0
istnieje N € N, dla ktorego

|z, —2| <e dla n>N.
Widzimy, ze mamy tu sporo kwantyfikatoréw. W pierwszym kroku za-

stapimy wiec notacje zbieznego ciagu poprzez ciag Cauchy’ego, otrzymujac
w ten sposéb nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie (Zasada nieskoficzone]j zbieznosci — wersja III). Niech € > 0
oraz

Wowczas istnieje takie N € N, Ze
|zn — 2| < &

dla wszystkich n,m > N.
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Zatem: co jest odpowiednikiem dla powyzszych twierdzen w twardej
analizie? Na poczatku musimy zamieni¢ nieskoniczony ciag x,, na cigg skon-
czony. A wiec zrébmy to:

Twierdzenie (Zasada skonczonej zbieznodci- podejécie I). Niech e > 0,
M € N oraz
0<z;<za<... <2y < 1.

Wowczas istnieje takie N € N, Ze N < M oraz
|zn — xm| < €

dla wszystkich n,m > N.
Dowdd. Wystarczy podstawienie N = M. O

Jednakze potrzebujemy wzmocni¢ nasze twierdzenie. Moze bedzie wy-
starczajacym, jesli N € N bedzie tylko zalezne od €7 Spréobujmy wiec prze-
formulowaé uzyskane powyzej twierdzenie:

Zasada skonczonej zbieznosci — podejscie II. Niech ¢ > 0, M € N
oraz

Wéwezas istnieje takie N = N(g) zalezne tylko od ¢, ze
|zn — x| <€
dla wszystkich n,m > N.

Jednakze okazuje sig, ze to przeformutowanie jest falszywe. Wezmy na
przyklad ciag:

L, 0 dlai#£M
)1 dlai=M

Widzimy, ze ciag (x;) nie spelnia warunku Cauchy’ego, chyba, ze N = M.
Jednakze tego nie mozemy przyjaé, poniewaz byloby to sprzeczne z naszymi
zalozeniami.

A wiec, czy istnieje w ogble nietrywialne twierdzenie, ktére méwitoby
wszystko o skoficzonych, monotonicznych i ograniczonych ciggach? Okazuje
sig, ze tak. Wykorzystamy zasade szufladkowa, ktéra dla naszego ciagu
(zn)nen implikuje nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie (Zasada szufladkowa — wersja I). Niech e >0, M € N oraz
O<x1<x2<<xM<1

Jesli
1

>
T e+l
to wéwczas istnieje takie N € N, ze 1 < N < M oraz

ey —zn| < e
Dowdd. Zaldézmy, ze istnieje taki € > 0, ze

lzn41 —zN| > e

Woéwezas |2, —x1| > (M —1)e > 1, poniewaz pomiedzy wyrazami 1 ...z
mamy M —1 przerw, a kazda z nich jest wieksza od €. DoszliSmy do sprzecz-
noéci, poniewaz T.,,r1 € (0,1). O

A wiec nasza pierwsza wersja zasady szufladkowej jest prawdziwa, lecz
za staba, by implikowaé skonczona wersje zasady nieskonczonej zbieznosci.
Mozemy jednak sformutowaé jako wniosek twierdzenie dla ciagéw nieskon-
czonych:

Twierdzenie (Slaba zasada nieskonczonej zbieznosci I). Niech
0<2 <a...<1.
Wowczas

liminf |2,41 — 2| = 0.
n—oo

Nie wynika z niego jednak w pelni Zasada nieskoriczonej zbieznosci.
Aby uzyskaé jej lepszy odpowiednik w twardej analizie, musimy rozszerzy¢
obszar stabilnosci, jaki oferuje nam zasada szufladkowa. Zrobmy wiec kilka
prostych podstawien.

Twierdzenie (Zasada szufladkowa — wersja II). Niech ¢ > 0, M € N,
k>1 oraz
0<r; <9 <...<opy < 1.

Jesli .
M>-+1
€
to wéwczas istnieje takie N € N, 2e 1 < N < N +k < M oraz
|z — 2m| < e

dla kazdego n,m € {N,...,N + k}.
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Twierdzenie to jest takze prawdziwe. Wystarczy, ze w miejsce ciagu
(zn)nen W pierwszej wersji zasady szufladkowej wstawimy ciag xy, ok, T3k, - - -

Jednakze to twierdzenie jest tylko troche lepsze niz poprzednie. Im-
plikuje natomiast nastepujace twierdzenie w miekkiej analizie dla ciagéw
nieskonczonych:

Twierdzenie (Staba zasada nieskoficzonej zbieznosci II). Niech
O<m1<x2<...<1.
Wowczas
liminf |2, 1% — 2| =0
n—oo
dla wszystkich k € N.
Lecz dalej nie jest ono zbyt silne, by implikowa¢ w pelni Zasade nie-

skonczonej zbieznosci. Mimo to, pokazuje, ze mozemy zamieni¢ n+ k na 2n
otrzymujac:

Twierdzenie (Zasada szufladkowa — wersja III). Niech ¢ > 0, M € N,
k> 1 oraz
0<zy<z2<...<a) <1
Jesli
M>2% +1
to wowczas istnieje takie N € N, z2e 1 < N < 2N < M 1
|zn — xm| < e

dla kazdego n,m € {N,...,2N}.

Te wersje zasady szufladkowej mozemy udowodni¢ podobnie jak po-
przednia, wstawiajac w pierwszej wersji zasady szufladkowej ciag x1, x2, T4, Ts - - ..
Whiosek jaki plynie z powyzszego twierdzenia w miekkiej analizie jest na-
stepujacy:

Whniosek. Niech

Wowcezas
lim inf |29, — 2,| = 0.
n—oo
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Mozna oczywiscie rozpatrywac kolejne wersje zasady szufladkowej, jed-
nakze by uzyska¢ wlasciwy analogon twierdzenia o nieskoniczonej zbieznosci
musimy wzia¢ pod uwage wszystkie jej wersje. Postepujac w ten sposéb,
otrzymujemy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie (Zasada skoniczonej zbieznosci — podejscie III). Niech e > 0,
M e N, F: N — N bedzie funkcjg oraz

O0<zi<z2< ... <2 <1

bedzie takie, Ze M jest odpowiednio duze zalezne od F ie. Wowczas istnieje
takie N € N, ze
IS N<N+FN)SKM

|zn, — x| < e

dla kazdego n,m € {N,...,N + F(N)}.

Dowdd. Powyzsze twierdzenie dowodzimy przez wstawienie ciagu: z;1, T2, T3, . - -

do pierwszej wersji zasady szufladkowej, gdzie kolejne indeksy ciagu (@i )i nen
definiujemy rekurencyjnie
’il = 1,

ij+1 = ’ij + F(’LJ)

Uwaga. Zauwazmy, ze:
e F(N)=1

odpowiada pierwszej wersji zasady szufladkowej,
e FF(N)=k

odpowiada drugiej wersji zasady szufladkowej,
e F(N)=N

odpowiada trzeciej wersji zasady szufladkowe;j.

Tak wiec otrzymaliSmy twierdzenie nalezace do twardej analizy, ktore
jest odpowiednikiem Zasady nieskonczonej zbieznosci.

Martyna Biskup
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[Twierdzenie Borsuka—Ulama a pewien
problem dotyczacy dwoéch catek]

W moim artykule przedstawie pewien problem dotyczacy calek dwoch
funkcji, a nastepnie rozwiaze go, korzystajac z twierdzenia Borsuka—Ulama
o antypodach. Wykorzystam publikacje [1I] Vilmosa Totika.

Problem ten pojawit sie w 1995 roku na Miklés Schweitzer Mathema-
tical Contest na Wegrzech. Jest to konkurs przeznaczony dla studentow
i mtodych absolwentéw, a nawet dla uzdolnionych uczniéw szkoét érednich,
organizowany kazdej jesieni od 1949 roku przez Janos Bolyai Mathematical
Society. Zagadnienie to brzmi nastgpujaco:

Niech f,g:[0,1] — R beda takimi funkcjami ciagtymi, ze:

1 1
/f(x)dx = /g(x)d:v =1. (2)
0 0

Czy istnieje przedzial I C [0, 1] spelniajacy

/f(x)dx = /g(x)dm = %? (3)

I I

Definicja. Niech [ € N. Zbior S' = {(n1,m2,...,m11) € R i 2 + 02 +
...+ 17, = 1} nazywamy sfera jednostkows w R,

Definicja. Punkty A, B € S' nazywamy antypodycznymi wtedy i tylko
wtedy, gdy B = —A. Inaczej méwiac punkty antypodyczne to takie dwa
punkty sfery, ze odcinek je laczacy przechodzi przez srodek tej sfery.

Na powierzchni kuli ziemskiej punktami antypodycznymi sa np. bieguny.

Twierdzenie (Borsuka-Ulama o antypodach). Niech T : S' — R!*1 bedzie
funkcjq cigglq, gdzie S' jest sferq jednostkowqg w R'T. Wowczas istnieje
taka para punktow antypodycznych (v, —x) nalezgcych do S', Ze T(x) =
T(—x). Ponadto, jesli funkcja T jest nieparzysta, to T'(x) = (0,0).
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Twierdzenie to ma ciekawsa interpretacje. Za sfere mozemy przyjaé po-
wierzchnie kuli ziemskiej, a za funkcje T ciagta funkcje przyporzadkowujaca
kazdemu punktowi powierzchni ci$nienie oraz temperature w tym punkcie.
Wéwcezas teza tego twierdzenia méwi, ze istniejg takie punkty antypodyczne
na Ziemi, w ktérych ci$nienie oraz temperatura sa takie same.

Teraz pokazemy, jak z tego twierdzenia wynika teza naszego poczatko-
wego problemu o dwéch catkach. Zdefiniujmy funkcje T : S? — R3 wzorem:

T(7717772»773) = (Pf(nlv7]2,n3)apg(n1’7727773))7

przy czym
n; ni+n3 1
Prmoeym) = seu(m) [ f@)dztsguln) [ fe)dorsgnin) [ o
0 ni ni+n3
oraz
ng n3+n3 1
Py(n1,m2,m3) = sgn(m / z)dz+sgn(nz) / g(z)dz+sgn(ns) / g(z)dz.
0 ni ni+n3

Zauwazmy, ze funkcja T' jest nieparzysta i ciagla. Zatem z twierdzenia
Borsuka-Ulama wynika, ze istnieje taki punkt (n7,n3,n5) € S2, ze

T(ny,m5,m3) = (0,0).

To znaczy:
ni ny2+n32 1
sentil) [ f@)dzsgntni) [ e vsnG) [ flande =
0 ny? ny2+n3?
(4)
oraz
n;? ny2+n3? 1
sentil) [ gla)de +se(o)) [ gla)devsent) [ gle)do =0,
0 ny? ny2+n32
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gdy (n7,m5,m3) = (0,0,0) lub (n7,75,73) = (1,1,1). Tak samo:

0/ g(w)da = 0,

co daje sprzecznosc z . Ponadto co najwyzej jedna z liczb nf, n3, n; moze
by¢ rowna 0. Jesli zalozymy, ze 0 jest dodatnia, to dokladnie dwie sposréd
liczb 0}, n5,m3 sa tego samego znaku. Mozna si¢ o tym przekona¢ rozpatru-
jac trzy mozliwe przypadki: albo jedna z nich wynosi 0, a wtedy jedna z
pozostatych wynosi 1, a druga z pozostatych wynosi —1; albo dwie z nich
wynosza —1 a trzecia wynosi 1; albo dwie z nich sa réwne 1 a trzecia wynosi
—1.

W kazdym z powyzszych przypadkéw, dwie liczby sa tego samego znaku,
a trzecia wynosi —1, czyli n wynosi —1 dla pewnego i € {1,2,3}, tym
samym jest r6zna od 0. Wezmy za I przedzial catkowania, catki mnozonej
przez sgn(n}) w réwnaniach i (). Wowcezas z réwnosci

T(ny,m3,m3) = (0,0)

oraz z definicji funkcji T', otrzymujemy .

Zapraszam do zapoznania sie z artykulem [I]. Mozna tam znalez¢ kilka
dowodow tezy tego problemu przez inne twierdzenia.

Yukasz Rak
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[Krzyzoéwkal]

]

14 15 16 J
17
1
F 20
2 - t
P 11
L]
Poziomo
Pionowo

4 Wielomianu lub z liczby.

5 Réwnanie zmiennych catkowitych.

10 Issai, niemiecki matematyk zajmuja-
cy si¢ m.in. teorig reprezentacji grup.
11 Na przyktad foremny.

14 Zwracajacy zerowa reszte z dzielenia.
16 Superpozycja funkcji.

17 Operacja odwrotna do rézniczkowa-
nia.

19 Gesto$é funkcjonatu dzialania cha-
rakteryzujacego wlasciwosci mechanicz-
ne ukladu fizycznego.

20 Indyjski matematyk samouk.

21 ,Wyniczek odejmowanka”.

22 Dotyczacy rachunku prawdopodo-
bienstwa.

1 Na przyktad hermitowskie.

2 Réwnanie zmiennych catkowitych.

3 Z greki: niepodzielny.

6 Szereg ograniczajacy.

7 Wlasno$é Cauchy’ego lub Heinego cia-
gu.

8 Metoda rozwiazywania ukladu réw-
nan liniowych

9 Stosunek inaczej.

12 Czynno$é powtarzania tej samej in-
strukcji.

13 Operacja algebraiczna.

15 Stoja przed kazdym dowodem.

18 Pierre Simon, matematyk, astronom
oraz fizyk.

Beata Lojan
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[The 11'® ISCA]

Podsumowanie

The International Students’ Conference on Analysis to studencka polsko-
wegierska konferencja z analizy matematycznej, zainicjowana w 2004 r.
przez Wlodzimierza Fechnera, dzi§ opiekuna Kota Naukowego Matema-
tykéw US. Na konferencje te zapraszani sa profesorowie z Uniwersytetu
w Debreczynie oraz Uniwersytetu Slaskiego w Katowicach oraz szesnast-
ka studentéw i doktorantéw z tych uczelni. W tym roku mieliSmy przy-
jemnosé goéci¢ na konferencji profesoréw: Zoltdna Borosa, Romana Gera,
Attile Gilanyiego oraz Macieja Sablika. ISCA 2015 odbyta sie w dniach
31.01-03.02.2015 r. w Os$rodku Wypoczynkowo—Konferencyjnym ,,Gwarek”
w Ustroniu. Czeé¢ uczestnikow wyglosilo referat oparty o wlasne wyniki.
Oprocz czesci naukowej byl takze czas na wypoczynek. Korzystajac z uro-
kéw Ustronia i pigknej zimy, niektorzy uczestnicy konferencji wybrali sie na
pobliski stok oraz spacer po gorach.
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Kolejna, dwunasta juz edycja ISCA odbedzie sie juz za rok, tym razem
na Wegrzech. Wszystkich chetnych do wziecia udziatu w ISCA 2016 prosimy
o zglaszanie sie do dra hab. Wlodzimierza Fechnera lub pokoju nr 524.

Zarzad KNM
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[Swieto Pi 2015]

Wielkimi krokami zbliza sie tegoroczne Swieto Liczby Pi. To juz dzie-
wiata edycja festiwalu nauk $cistych, odbywajacego sie na naszym wydziale.
Idea Swieta Liczby Pi powstala w Stanach Zjednoczonych — stad data: 14
marca, czyli w notacji amerykanskiej 3/14. Na grunt polski pomyst prze-
ni6st éwezesny Dziekan Wydziatu Matematyki, Fizyki i Chemii US, a obec-
ny Dyrektor Instytutu Matematyki US, prof. dr hab. Maciej Sablik.

Jak co roku przygotowaliSmy bogaty program zajeé¢. Beda wyklady,
warsztaty, konkursy, pokazy. W Instytucie Matematyki miedzy innymi po-
stuchamy o geometrii nieeuklidesowej, zmierzymy sie z tamigtowkami i za-
gadkami logicznymi, poznamy tajniki szyfrowania, sami sprobujemy zapro-
gramowaé roboty, dowiemy sie czegos o fraktalach i zajrzymy do Kawiarni
Szkockiej. A ciekawe zajecia przygotowali tez fizycy i chemicy. . .

Szczegbdlowy program pojawi sie w najblizszych dniach na stronie in-
ternetowej www.swietopi.pl. Serdecznie zapraszamy do wzigcia udziatu
w naszym festiwalu wszystkich zainteresowanych - nie tylko uczniéw i stu-
dentéw, ale takze pasjonatéw matematyki i tych, ktérzy te pasje chcieliby
dopiero w sobie odkryé. A jesli ktos miatby ochote poprowadzi¢ warsztaty
czy w inny sposéb poméc w organizacji — to wspaniale! Prosimy wéwczas
o kontakt z Joanna Zwierzynska (joanna@knm.katowice.pl).

Do zobaczenia 13 marca 2015 r.!

Joanna Zwierzynska
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